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ABSTRACT

Let 1 =g <p<2. We construct a bounded sequence (X, ).ex in L, which
defines a type o on L,, such that:

(1)  (X.)uen is equivalent to the unit vector basis of [,.

(i) The 1-conic class K (o) generated by o is not relatively compact for the
topology of uniform convergence on bounded sets of L,.

(ii1) (X.)sen has no almost exchangeable subsequence after any change of
density.
This sequence does not verify the two natural conditions in L,-spaces that
ensure the existence of an almost symmetric subsequence.

Introduction

Rappelons le théoréme de J. L. Krivine et B. Maurey [13] qui a généralisé un
théoréme de D. Aldous [1] sur les sous-espaces de L':

“Soit X un espace de Banach stable; il existe unréel p € [1, + [
et un sous espace de X, presque isométrique a [,

Plus précisément, si (x, ).e~ €5t une suite bornée, faiblement convergente vers 0
dans un espace de Banach stable X, alors il existe une suite de blocs normalisés
(Y )nen SUr (x,)nen qui est presque équivalente a la base canonique de [?; en
particulier, (y, ).en €5t presque symétrique. Les espace L pour 1 = q < + = sont
stables et par conséquent ils vérifient cette propriété. On peut méme préciser ce
résultat dans ces espaces: la suite de blocs obtenue (y.).en est presque
échangeable aprés un changement de densité sur I’espace (cf. [1] et [3]).
L’outil essentiel d’étude des espaces stables est le type. Or les types sur les
espaces LY, 1 = q < +, admettent une repésentation fonctionnelle explicite (cf.
[7]). Ceci a permis dans {7] d’étendre les résultats précédents de la fagon
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suivante:

“Soit (X, ).e~n une suite bornée, faiblement convergente vers 0 dans
Li(1=q< +).Sig>2o0usil =g <2etsi(X,).enest équivalente
a la base canonique de [, (X,).ex @ une sous-suite presque
symétrique’’.

Le cas g =1 est di &4 H. P. Rosenthal et le cas g €2N figure dans [11}].

Ici, on conjecture qu’il existe des suites faiblement convergentes vers (0 dans
L? pour 1= g <2, sans sous-suite presque symétrique.

La méthode employée dans [7] pour montrer I’existence de sous-suites
presque symétriques dans les cas cités ci-dessus utilise la condition suivante due
a J. L. Krivine et B. Maurey:

“Si (X, ).en st une suite bornée d’un espace stable X, définissant un
type o dont la 1-classe conique est relativement compacte pour la
topologie de la convergence uniforme sur les bornés de X, alors
(X, )wen a une sous-suite presque symétrique (X, )ien. De plus, toute
suite faiblement convergente vers () dans I'espace vectoriel engendré
par (X, )ien @ également une sous-suite presque symétrique’.

On montre dans [7] que si (X, ).e~ €st équivalente a la base canonique de {* dans
LY 1=qg< 4w, la l-classe conique de tout type défini par (X, ).en est
relativement compacte pour la topologie de Ia convergence uniforme sur les
bornés de L.

Dans cet article, pour 1 = g < p <2, on construit une suite de L* équivalente
a la base canonique de [? et définissant un type o dont la 1-classe conique n’est
pas relativement compacte pour la topologie de la convergence uniforme sur les
bornés de L% On vérifie que cette suite n’a pas de sous-suite presque
échangeable aprés tout changement de densité, par un critere de {3]. Cette suite
ne vérifie donc pas les deux conditions naturelles sur les espaces LY assurant
’existence d'une sous-suite presque symétrique. On ne sait pas si cette suite a
une sous-suite presque symétrique.

Notons que I'on connaissait déja (cf. [3]) I'existence de suites bornées de L“,
1 = g < + =, sous-suite presque échangeables apres tout changement de densité.
On peut également rapprocher ces résultats de ceux de [5] et [6].

Aprés des rappels sur les espaces stables et sur les représentations des types
sur les espaces L', 1 =r <2, pour | =g <p <2, on construit dans la partie I un
type o sur L([0, 1]) dont la 1-classe conique n’est pas relativement compacte
pour la topologie de la convergence uniforme sur les bornés de L*([0, 1]). Dans
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la partie II, on montre que toute suite g-équi-intégrable (X, ).en définissant o
dans L“ est équivalente & la base canonique de [ et n’a aucune sous-suite
presque échangeable aprés tout changement de densité sur [0, 1].

Je remercie B. Maurey et Y. Raynaud pour les nombreuses discussions que
nous avons eues sur ce sujet et le refere de cet article qui m’a suggéré des
simplifications et une meilleure présentation de ces résultats.

Rappels, définitions et notations

On dit qu’une suite (X, ).en est symétrique si pour tous réels (ay,...,a} et
toute permutation = sur {1,...,k} on a:

sox]-

(X, )nen est dite presque symétrique si pour tout ¢ > 0, il existe un entier n tel que

k

z a,’X,-,(i)

i=1

pour tous réels (ay, ..., a) et toute permutation 7 sur {1,...,k}, on a:

k

2 X

=1

k

Z X1 i)

=1

k

E aan+i

1=]

<

(1—¢) =(+e¢)
Soit (Q, P) un espace de probabilité, ¢ une densité sur ) et g €[1, +o¢[.

Par analogie avec les définitions de [3], on dit qu’une suite (X,).en de
L?(Q}, dP) est presque échangeable aprés le changement de densité ¢ s'il existe
une suite échangeable (Z,).en dans LY(Q), ¢dP) telle que:

+oo

2

n=4

Xn

W—Zn < + >,

L (pdP)

Remarquons que si une suite de L est presque échangeable aprées le change-
ment de densité ¢, elle est presque symétrique dans L*.

Dans toute cette étude, on utilise d’une fagon essentielle le fait que les espaces
L'(Q},dP), 1 =r < +x, sont stables. Toutes les définitions et propriétés fon-
damentales des espaces stables figurent dans [13]. Les propriétés lies a la
stabilité des espaces L" figurent dans [7]. Nous rappelons les résultats de [13] et
[7], essentiels pour cette étude.

Un type sur L'(Q, dP) est une fonction 7 de L"(Q, dP) dans R" telle qu’il
existe une suite bornée (Y,).en de L'(), dP) vérifiant:

VXEL(Q,dP), 7(X)=lim |[X+Y,

re
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On dit que 7 est symétrique si:
VX eL(Q,dP), (X)=1(-X).

Tout type symétrique sur L'({), dP) peut étre représenté (cf. [7]) par une
fonction U™ (w, t) appartenant a

L'(Q1x [0, +=f, dP & dr/t™YyN L (Q+[0, + «[, dPQdt/t""")
vérifiant:

VXEL(Q,dP) K (r(X) —|r[-|X

=—(U U

ou

7l =70), U@, =(1-cosiX(@), K = (1-cosu):h

et ( , ) représente le produit scalaire dans L*(Q X [0, +x=[,dP ® dt/t'"").

On remarque qu’un type symétrique 7 sur L'(€), dP) est caractérisé par || 7|,
et U".

De plus, 1 = U™ représente la transformée de Fourier de la mesure aléatoire
représentant le type 7 au sens de [15].

Le produit de convolution de deux types 7, et 7, sur L'(€}, dP) définis par:

r

VXEL(Q,dP), m(X)=lim|X+ Y]}

r

(X)=lim | X + Y2

est défini par:

re

VXEL(Q,dP), 7*m(X)=limlim|X+ Y.+ Y?

Le produit At o A €R est défini par:

VXEL(Q,dP), Ar(X)=lim|X+AY,].

Avec ces notations, on a, si 7; et 7, sont symétriques:
{1 -U"=(01-U"M1-U"),

UY (w,t)= U (w, At).
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Enfin soit (7,).ex une suite de types normalisés symétriques sur L"({), dP).
Alors (7,).ex converge simplement sur L'(Q), dP) [resp. uniformément sur les
bornés de L' (Q), dP)] si et seulement si la suite (U™),ex converge faiblement
[resp. en norme] dans L*([0, 1] x [0, + [, dP @ dt/t""") vers U".

La classe conique K(1) engendrée par 7 est le sous-ensemble de I'ensemble
des types sur L'(£}, dP) défini par:

K(r)={ait*- - *a,7{n EN, (ar,...,a,)ER"}.

La 1-classe conique K(7) engendrée par 7 est définie par

K/(t)=K(r)N{r ‘”T L =1}

Drapreés [8] et [9], il est facile de voir que si (Y, ).e~ définit un type symétrique 7
sur L'(€},dP), 1 =r< +x, alors quitte & passer & une sous-suite, on peut
supposer que la suite (Y, ).en converge faiblement vers 0 dans L (€2, dP) donc
est inconditionnelle si r# 1.

On notera L = L'([0,1], P) ou P est la mesure de Lebégue et

L*([0,1] %[0, + [, dP @ dt/t""" )= L*(dP ® dt/t"™"") pour 1=r, s < +o.

I. Construction et propriétés du type o

Soient p €11, 2[, (& )wen une suite de v.a. indépendantes sur [0, 1] prenant les
valeurs 1 et 2 avec probabilité 3.
On pose:

= d
Vg e[L,2] Kq———J; (l-cosu)u—ql%.

Soient ¢ et N deux réels positifs tels que

11 ~K,(1-¢ - - -2
e K0 = ) > ] oKy

N

NP EN et ﬁ (1~cosu)%=(l—s)Kp.

/N

On suppose de plus que la tribu engendrée par la suite (& e~ sur [0, 1] est la
tribu borélienne %. Soit x (w, u) une fornction définie sur [0, 1] X [0, + o[ par:

x(o,u)=1 si u €[0,1/N],
=& (w) siu€[N*' N*" pour k EN.

Dans toute la suite, on emploiera les notations suivantes:
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Yo €[0,1] Ei(w)=1,

1/N du
Vi e[0, + o] fﬁ,(t)zﬁ) (l—costu)F—l,

NZk+1
()= f ., (1—cos tu)u—Lf,ﬁ% pour k €N.

N

DerNITION 1.1, Pour tout (w, ) €0, 1] X [0, +=[ on pose:

U(w, t)=1—exp(—f (l—costu)x(w,u)%) ,
0

=1—exp (—kil fk(t)gk(w)> .

LemMmeE 1.1, La fonction U ainsi definie vérifie les propriétés suivantes:

(i) La fonction t — U(w, t), définie sur [0, + [ est paire, continue et telle que
U(w,0)=0.

(ii) La fonction t —>1— U{w,|t]) est de type positif sur R ou sens de [14].

(iii) V(w, 1)E[0,1]% [0, +2[,

l—e %' =U(w t)=1—e %"

(iv) UEL'(dP(0)Qdt/t*" YN L*(dP(0)R dt/1*"") pour tout q tel que
1=q<p.

On rappelle qu’une fonction réelle ¢ est de type positif au sens de [14] si pour
tous réels (A,..., A ) et (4,...,4) on a:

> A (= )= 0.
=1 ;=1

DEMONSTRATION. Les assertions (i), (ii) et (iii) sont immédiates. Pour
démontrer (iv) il suffit de montrer que 1— e~ appartient 2 L'([0, + [, dt/t*"")
ce qui est immédiat.

ProposITION 1.2. Soit 1 =g <p <2. Il existe un type symétrique 7 sur L tel
que U’ (w, 1) = Ulw, t) pp.

Ce résultat est une conséquence d’un femma d’ordre général sur I’espace des
types sur L9 1=gq <p qui figure déja en grande partie dans des résultats non
publiés de Y. Raynaud:

LemMme 121, Soit f(w,t) une fonction définie sur [0,1] X [0, +oo[ telle que:
(i) la fonction t » f(w, t), définie sur [0, + [ soit, pour tout w €(0,1], paire
continue, de type positif au sens de [14] et vérifie f(w,0)=1.
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(i) g €[1,2] tel que (1—f)€ L' (dP(w)@ dt/t*").
Alors la fonction U(w, t)=1— f(w, t) représente un type symétrique 7 sur L.

REMARQUE. Si ¢ est une fonction de type positif au sens de [14] sur R et si de
plus ¢(0)=1, on vérifie aisément que 0=|¢|=1. Les hypothéses du lemme
1.2.1 impliquent donc que [1—f| est bornée par 2 sur [0, 1] X [0, + o[.

DEMONSTRATION.  Soit n €N, 9, la tribu engendrée par les intervalles
dyadiques de longueur inférieure ou égale a 1/2" sur [0,1] et E™ P'espérance
conditionnelle par rapport 2 %,. Comme E - est linéaire et positive, la fonction
t— E™[f(w,t)] est encore paire, continue, de type positif et vérifie:
E*{f(w,0)] =1. De plus 1 — E™[f(w, t)] est positive, bornée par 2 sur [0, 1] x
[0, + [ et appartient & L'(dP(w)® dt/t*™").

Sur chaque intervalle I, = |k/2%,(k +1)/2"[, 0=k =2" — 1, ot E™[f(w, )]
est constante par rapport a o, il existe d’aprés [14], une suite de v.a.
indépendantes (Y7,).en définies sur I, et telles que:

E,[e™ %= e®[f(w,1)]1,, pourtout m EN.

La suite (Yi.)men est bornée dans L?(l..). En effet:

" +x . d[
K, | YD = j j (1 cos 1Y7,(w) - dP(w)
=Ref f (1—e™F (“’))dP(w)tqH
0

- [ a-Erpobarw)

= ”1 - f”L‘(dP(w)@a,/ﬂ*‘).

De plus la suite (1 —cos tY{.(w)).en est équidistribuée et il n’est pas difficile de
voir qu’elle converge faiblement dans L*(I,, X [0, + [, dP(w)® dt/t**") vers
(1= E*[f(w, ODLs...

La suite (Y.)nen définie par:

2" —1

=> Y&l,, pourtoutmeN
k=0

est bornée dans LAY = /K1 - fllitwpwmarne) et la  suite
(1—costY(w))men converge faiblement dans L*(dP(w)®dt/t*"') vers
1—-E*[f(w,1)]. D’aprés les résultats de [7], ceci prouve que la fonction

%[ f(w, )] définit un type symétrique 7, sur L°. Comme (1 — E*f(w, 1)),en
converge dans L*(dP(w)® dt/t*"") vers 1 — f(w, 1), ceci implique que (7.)pen
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converge uniformément sur les bornés de L vers un type symétrique 7 tel que
U =1—f, ce qui achéve la démonstration du lemme [.2.1. En appliquant le
lemme 1.2.1a f =1— U, ce qui est possible grace a la proposition 1.1, ceci prouve
la proposition 1.2.

REMARQUE. Un type 7 sur L? n’est pas entierement déterminé par la donnée
de la fonction U". Cependant, parmi les types 7’ tel que U™ = U’, 'un d’entre
eux joue un role particulier:

DerNmTION 1.2, Soit g €[1,2[. On dira qu’un type 7 sur L? est g-équi-
intégrable s’il existe une suite bornée (Y, ).en dans L? définissant 7 et telle que
(] Yo |")aen soit équi-intégrable.

LemME L.2.2.  Soit f(w, t) une fonction vérifiant les hypothéses du lemme 1.2.1.
Il existe un type q-intégrable 7, tel que U™ =1—f.
De plus, 1, est caractérisé par U =1~—f et

. = d
Kl olls= 111 = fllo wpwrannasy ot K, :f (1—cosu) “qﬁll .
[

DEMONSTRATION.  Soit 7 un type sur L? tel que U™ =1 — f (dont l'existence
est assurée par le lemme 1.2.1) et (Y, ).~ une suite bornée dans L¥ définisant ce
type. Par une technique standard, quitte a passer & une sous-suite, on peut
décomposer Y, en Y.+ Y, ol (| Y, |*).en est équi-intégrable et ( Y').cn est une
suite ‘“‘pics”, c’est-a-dire telle que P(Supp Y)).en converge vers 0:

Pour & >0 donné on pose:

8.(g)=Sup {f 'Y, ["dP, P(A)és} ,
d(e)=1im Sup §,(&).

Soit (&« )xen une suite décroissante de réels positifs tels que (8(&x ))xen cOnverge
vers & = Inf{8(g), ¢ >0}. On peut trouver une suite (n )ven dans N telle que
(8 (& )ken converge vers & et donc une suite (Ax )ven de parties de 9B telle que
(P(Ax))en converge vers 0 et (fa,] Yo |*dP)iex converge vers 8. On pose alors
Yi=Y.la; et Yi=Y,1a. On vérifie aisément que (| Yi|*)en est équi-
intégrable. De plus on a, pour X € L*:

lim || X + Y, [g= lim | X + Y

“+ lim || Y7,
n—+wx

q
q-

Donc si 7, est le type défini par (Y).e~n sur L% 7, est défini par:

U= U",
713 = 7olls + tim 1 Y75

n—s-too
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Ceci prouve la premiére partie du lemme 1.2.2. La démonstration de la seconde

partie du lemme 1.2.2 m’a été indiquée par Y. Raynaud: supposons que

(] Y. |*)uen est équi-intégrable et que la suite (Y, ). définit le type 7 sur L*.
Comme U™ (t,w)=1—costY,(w), on a toujours

o dt
“ UY"”L‘(AP(w)@dr/r“”) = L fn (1—costY,(w)) PRl dP(w) =K, ” Y. ”Z

(cf. [7]). Quand n— -+, || Y,

¢ tend vers [|7[{. De plus comme
U(0,0)20, U0 wpmarn = (U, 1).
Pour montrer 1’égalité
K el =1 U [l apoarn

sachant que (U ™), ~ converge faiblement dans L*(dP(w)® dt/1*"") vers U", il
suffit de montrer que la suite (U™),en est faiblement de Cauchy dans
L(dP()® di/1"™).

Soit £ >0 donné. Comme (] Y, |").en est équi-intégrable, il existe une suite
(Y )nen et une constante M >0 telle que:

vneN, Y. |.=M et |Y,-Y., =e

Or on peut écrire:

, [ ,p_dt
H U™— UY"”L'(AP((.,)gam/:"”): J:) J; .COS tY, —cos tY,.’ e dP(w)

1 +3c
=2 f f sin ¢
0 [
1 +x
§2f (f sin ¢
0 0
X (I sin ¢
0

Y,.—-Y,
2

Y. +Y,
2

4L 4P ()

sint

Y,-Y,
2

Y,-Y,
2

2 dt )1/2

+1
tq

* dt

Y, + Ya[? di )"
L2Vl ) ap(w)

2

172 q2

LD AL

2

éZCqJ

q/2 q/2

Y. - Y.
2

Y.+Y,

=
=20y 5

q q

=2Cqe**M"*

ou I'on a posé
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Cq =f (sin¢) qd+tl .
0 t

Ce calcul prouve immédiatement qu’il suffit de montrer que la suite (U ™),ex
est faiblement de Cauchy dans L'(dP(w)®dt/t*") lorsque (Y,).en est
uniformément bornée dans L~. Supposons donc || Y, . = M pour tout n EN.
Pour tout A >0 on peut écrire:

1 A , »
Oéj j (l—costY,.)——tsifI dP(w)gﬁj 2 ,i«tl ’
4] 0 )

o dt odt
OéL L (1—costY,.)F+—1dP(w)§2L e

Donc pour tout £ >0 donné, il existe A >0 tel que les U, n €N prennent
toute leur masse a ¢ prés sur [0, 1] X [1/A, A] qui est un espace de mesure finie.
D’autre part les U™ pour n € N sont équi-intégrables sur [0,1] X[1/A, A]. En
effet, pour tout B, X B, boréliens de [0,1]%[1/A, A] on peut écrire

2dt

L. Lz (1—costY,)—x t‘*“ dP(w )<— P(B, )j

Ceci prouve donc que la suite (U'),en est faiblement de Cauchy dans
L'(dP(w)® dt/t""") et conclut le lemme 1.2.2.

DerniTION 1.3. Dans toute la suite, pour g fixé dans l'intervalle [1, p[, on
désignera par o le type q-équi-intégrable sur L? tel que U = U (cf. définition
I.1) et par

(X, )nen une suite bornée dans L9 définissant o,
telle que la suite (] X, |* ).en soit équi-intégrable.

REMARQUE. On peut montrer sans difficultées que si (X, ).en est définie
comme ci-dessus pour un certain q €[1, p], cette méme suite (X, ),en définit
aussi le type q'-équi-intégrable o sur L pour tout ¢’ €[1, q] tel que U” = U.

La proposition suivante est fondamentale: en effet on sait d’aprés [7] que si la
I-classe conique engendrée par o est relativement compacte pour la topologie
de la convergence uniforme sur les bornés de L?, alors (X, ),ex a une sous-suite
presque symétrique.

Prorosition 1.3, Soit q €[1,p[. La 1-classe conique engendrée par o
(Définition 1.3) n’est pas relativement compacte pour la topologie de la con-
vergence uniforme sur les bornés de L°.
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DEMONSTRATION. Pour n €N, on pose:

a

p -
vn?

g, =

b % =

On va montrer que la suite (0. ).~ @ une sous-suite dont aucune sous suite ne
converge pour la topologie de la convergence uniforme sur les bornés de L“.
Pour cela, il suffit de montrer d’apres [7], que la suite (U""),e~ @ une sous-suite
dont aucune sous-suite ne converge presque partout sur [0, 1] X [0, + o]

Comme
U'(w,t)=1—exp [ - t”f (1 —cos u))((w, E) —ti,—'f—l] ,
0 t/u
on a:
1-Uw,t)=[1- U (o, t/n'")]"
+oo 1/p
= exp [— t"J’ (1 —cos u)x(a),——un )—d‘%]
0 t u
= exp [—f (1—cos tu)y (w, un'"?) u‘f,lfl] .
0
Posons:
e = (Np)k’
N
F.(w)=exp [— J (1—cos u)x[w, un'") Cf,bfl] .
/N U
Alors

N d
F,.(w)=exp [— & (w) LN (1 —cos u)be—,] =exp[— & (0)K, (1 —¢)].
La suite (F.)we~ est une suite de v.a. indépendants telle que
P[F,,k - e-Kp(l—r,)] — P[Fnk - e—zkp(l—s)] =1

et n’a donc aucune sous suite convergente p.p.
Pour démontrer la proposition 1.3, il suffit donc de montrer qu’il existe >0
tel que la suite (1 — U (o, t))ien Vérifie:

V(o, t)e [O, 1] X ]1 -n,1+ 7’[, | 1- U”nk(w, t)— F,.k(w)' <%[e Ky -e) eiZKp“")]‘
Or on a:

11— U@, 1)~ F(0) =1 U™w, )~ U™o,1)|+|1 - U™w,1)- F ()]
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Par définition de N, on a:
Vol[0,1] [1-U™w, 1)~ F, (0)]<1—e %
D’autre part on peut écrire, pour [t —1|<7:

| U™, t)= U™ w,1)]

exp[—L (1—cos tu)x(w, un;” u(f,lil]

—exp[—f (1 —cos u)x(w, un,”) u‘fffl]
4]
§2j [costu—cosul%
0 u
(=1
4 L
L sm( > )u
4(f““<. t—1 )2 du)”z(J”<. t+1 )2 du)”2
o sinu) om | \sinT5mu)

sinu_—1 u
2

du
up+1

A

A

_ p/2 p/2
<4C, t - 1 t;l
=s6(3)" (159"

Donc pour montrer I'existence de 7, il suffit de voir que:
%{e—st(1~e) _ e*ZEKP(I*e)] > 1 _ e—2er

et ceci est vrai par hypothése sur &.
Ceci achéve la démonstration de la proposition 1.3.

II. Construction d’une suite équivalente a la base canonique de [ dans L’
1= q < p <2 sans sous-suite presque échangeable aprés tout changement de
densité

DEerINITION 111, Soit (X, ).en 1a suite définie en 1.3, Pour tout n €N, on
définit la fonction vy, par:

X+ Xl X = X e 2 X5

VXELY, 7y, (X) =

ProrosSITION I1.1.  Pour tout n EN, v. est un type positif sur L et la suite
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(Ya)nex converge vers le type o', q-équi-intégrable sur L7 tel que
U =30 =3U e |o'li=ilols

On rappelle qu'un type y sur L? est positif au sens de [10] si vy est symétrique
et si de plus 1 — U =0 p.p. It est évident que o est un type positif sur L Par
suite o’ est aussi un type positif sur L%

DEMONSTRATION. Pour n €N fixé, la fonction

t — Cos t——)X"z(w

vérifie les hypothéses du lemme 1.2.1. 1l existe donc un type symétrique 3, sur L*
tel que

UPw, t)=1~-cos tX"—éw) )

On vérifie que:

vxXelL B (X)q=”X+Xn/2“g+ILX_Xn/2“2
b n 2 .
Posons: v, = B, * B.. On a bien:

X + X [li+ ]I X — X 5+ 2] X[[;
4

vXeL’ Y (XY =
et de plus
(1-U»=(1-U"y=0.
D’autre part:
lim v, (X)" =i[o(X)" + o (= X)" +2{ X||]
= X[i+:llolli— VKU /2, U%).

Ceci prouve que (y.).en converge vers un type o’ tel que U” =3;U" et
lo'lli=3||o||i. Evidemment, o’ est un type symétrique, positif et g-équi-
intégrable.

DErINITION 112, On appelle 7 et 7' les types positifs, g-équi-intégrables sur
L* définis par:

Ul(wt)=(1-e*") et U'(wt)=31—-e"")

(leur existence est assuré par le lemme 1.2.1).
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Avant d’étudier la suite (X, ).ex dans L on donne des propriétés du type o'
Prorosition 11.2.  Pour tout type positif p sur L? et tous réels « et B, on a:
Il +[BP)*r" *plly =llac’ Bo’* pll = [l ? +[B[")*7 % p],.

DEMONSTRATION.  Comme il est évident que tout convolué et multiple de
types positifs, g-équi-intégrables est encore positif et g-équi-intégrable, d’apres
le lemme 1.2.2 pour montrer la propositon 11.2 il suffit de montrer, les inégalités:

Vp type positif sur L, ¥(a, B) ER’,
(*) 1/p, . . ’ P pyl/ip.
U(lal"*-lﬁl") ™ < g *Bo » < U(!al +BiF) o
Or par construction de la fonction U (Définition I.1) on a:
1—e ™ =U(w,)=U(w, 1)1 —e 25",
On en déduit:
U'sU =U"

Montrons par exemple 'inégalité de gauche de (*):

1= U= =(1-U")1-U)1-U")
=1+ 7S 1+ e (1 - UP)
=i(1+e RN 1 -UP)
=(1- U=y - ur)
=1 — YlelPHplP e

L’autre inégalité s’obtient de la méme maniére et ceci prouve bien (*).

THEOREME II.1. Soit 1=gq<p<2.

La suite (X, ).en définie en 1.3 a une sous-suite équivalente a la base canonique
de 1 dans L([0,1], dP).

DEMONSTRATION.  Pour g €[1,2[ fixé et en gardant les notations précédentes,
on va en fait démontrer qu’il existe des constantes A, et A, et une sous-suite
(Vo Jien de (Vo )nen telles que: Vk EN, Y(a, ..., a ) ERY,

(+5) A (glai 1P>”p§ éAz(z o ;P)”p.

k
* aiYni

i=

q
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Ceci prouve le théoréme I1.1: en effet soient (g )ien €t {8 )ien des suites de v.a.
indépendantes telles que

P(e;=+1)=P(e;=—1)=P(8; = +1)=P(5 =0) =1

On peut écrire

" [
Ne  Jwoar

Donc si la suite (X,.):.en €st inconditionnelle, elle est bien équivalente a la base
canonique de /. Or si ¢ > 1, comme (X, ).~ converge faiblement vers 0, quitte a
passer a une sous-suite, on peut supposer qu’elle est inconditionnelle. Si g =1,
on va montrer par une technique de troncature que c’est le cas également:
(X.)nen étant équi-intégrable, pour tout k €N, il existe M; >0 tel que si 'on
définit X par:

k
* aiYH
=1

2 O;E; (w1)3i (wZ)Xni((U3) . dP(w1)dP(w2)dP(w3)_

XM=X,  si|X,|=M
=Mk si Xnng

-M, si X, =M,

I

on ait:

VREN, ||X, — XM[,=1/2"

Soient u, et u,, -, les mesures aléatoires définies respectivement par les suites
(X nen €t (X V%), en au sens de [15]. En appliqunt les résultats de [15], on montre
aisément que, si 1 <r <p:

lim IIX,.M*H::J;LH L | x

= f[UJ] J; ' x

Or la mesure w, sur R a pour transformée de Fourier 1 — U’ (w, t). Donc, si I'on
2 en utilisant le

"dpx)dP(w)

"du., (x)dP(w).
note vy, la mesure p-stable sur R de transformée de Fourier e
fait que (cf. [7]):
[x| = C,f (1—costx)%
[i]

(C, est une constante positive) on peut écrire:
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= C,f f [J’ (1 —cos tx)dp., (t)] Tthl dP(w)
.1 Jo R

lim [ X"

=c,f f U (, 0) -2 dP(w)
[01) Jo t

écf f(l—e*"’)—‘,’%,
o1y Jo ¢

=K(p,r)< +«,
On en déduit qu’il existe n, €N tel que:

Mk
X

= K(p,r)+1.

La suite (Xxf)kEN est bornée dans L', donc quitte & changer r en ' <r, on peut
supposer qu’'elle est r-équi-intégrable. Il est facile de voir (en appliquant les
résultats de [7]) que cette suite définit un type symétrique o, sur L" tel que
U” = U”’. Par le raisonnement précédent, (X,.Mkk),(EN est équivalente a la base
canonique de {* dans L". Il est classique qu’alors, les normes L' et L” pour r' <r
sont équivalentes sur I’espace vectoriel engendré par (X Zk)keN. La suite
(X':zk)keN étant inconditionnelle dans L", elle I'est donc aussi dans L' et la
condition

2 HXnk_X"Mkk”< +x
Pl

implique que la suite (X, )cen est également inconditionnelle dans L'.

Montrons donc (**): Soit (A~x)~en une suite de réels strictement positifs telle
que

0< > Ax=3Inf(| 7[5, 1= [3)
N=1

et supposons que€ Y, Ym, ..., ¥Yav, ONt €té construits. Soit Ky, le sous-
ensemble des types symétriques sur L défini par:

KN—I ={011'Ym*' ' '*aN—l'YnN-l*Aa’*#’T*/‘LIT”(ah“"aN—Ia)‘7 s IJ',)ERN+21
Sup(fau |, [ AL ], [w'[,IZi=N-1)=1}.

Il est facile de voir que Ky- est compacte pour la topologie de la convergence
uniforme sur les bornés de L, Comme par ailleurs la suite (%, J.en COnverge vers
o', il existe un entier ny tel que:

V8 EKvt,  llym*8li=llo'+8i|= An.
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En appliquant la proposition I1.2, on peut alors écrire: Y(a,,..., an) ERY tels
que (Lo P)?P =1:

N q N-1 q
ooyl =llave’® oyl + Ax
i=1 q i=1 q
N-=-2 q
S|ano'* anaio’ * ¥ vyl + A+ Ano
=1 q
y N-2 q
P
= (laN’p'}_laNﬂlp) T* ¥ Y, + An + An-i
i=1 q

A

g(% |, ,")q/p(”T”Z"’g A‘> :

De la méme maniére, on montre aussi:

q N qlp N
=(Ylal) (Irl-2 A).

q i= i=

Par homogénéité, ces inégalités sont encore vraies pour tout N-uple
(ay, ..., an). En réitérant le procédé, on montre ainsi que (**) est vraie avec les

N
¥ 0GY

constantes
Ar=G(7IE)" et Ax=@f 7).

THEOREME 11.2.  Avec les mémes notations que le théoréeme 11.1:
(X )uen n’a aucune sous-suite presque échangeable aprés tout changement de
densité ¢ sur [0, 1].

DEMONSTRATION.  On utilise une méthode de [3]: soit ¢ une densité sur [0, 1].
Drapres [3], 1a suite (X, /¢"“).en définit un type o, dans L7([0, 1], ¢dP) tel que:
U(w, 1) = U" (w —’—)
> ) ‘P(w)l/q >

”070 “q = “(T”q-

Soit o/, la tribu engendrée sur {0,1] par les fonctions w — U™(w, t) pour
teR.

Lemme I1.2.1. o, = A.

DEMONSTRATION. Posons

= t du
W(w):Jo (I—COSW u) X(w,u);lﬁ .
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Par définition de U, la tribu s, est la tribu sur [0,1} engendrée par les

fonctions W..
On a:

Wi(w)=/- < (@) ”‘*)+Z§*(“’)f*<qo( ))

Lorsque t— +«, on a:

@ e lGra) =L (1o u) i

_ P Ye(w)/aN du
=— (1—cos u) o

<P(‘”)P/q 0

Donc

. t 1 K

i ()7 =t

2) Si k=0:
t N2k+l du
f(?(aT>=fN (1_“’5 o(w)" " )

Donc

. N2k*1 du
i 1 () = [ 7

1 1 1
:E N(Zk"l)P—N(2k+l)p .

(3) Si n =0 est fixé:

0= 3 (Gye) @=2 ., (1=oos g ) 5

= -
De ceci 'on déduit:
. Wie)_ K,
zllrpx tP - (p(a))p/q :

Donc ¢ est mesurable par rapport & &, et par suite ;% & () fi (t/@(@)")
aussi pour tout 1 € [0, + .
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Or

lim

t—+x

S a@i () -5 (V- 55) )| =2

Soient B, et B, deux boréliens de R tels que:

(1 1
E(NP—N;>EB1,
2 1
3 ;(NP—W>EB%
4 1 4 1
| By n BTN

En posant
LR t
Fuw) = lim 3 & @)f (o)
ces inégalités prouvent que:

J(B)=¢&'(1) et Fi'(B)=¢£'(2).

Comme F, est mesurable par rapport & «,, & l'est donc aussi.

De proche en proche, on montre selon le méme principle que toutes les
fonctions (& )xex sOnt measurables par rapport a &,. Ceci implique que ¢, = %
car par définition, les (& )ien engendrent 9.

On peut terminer la démonstration du théoréme I12: si la suite (X,/@"" )uen
était presque échangeable, il existerait une suite échangeable (Z,),en sur [0, 1]
telle que:

={.

L(pdP)

lim

n—+x

X
o

Il est facile de voir que (Z,).en définit le méme type o que X, /¢

Or d’apreés le théoréme de Finetti ([3]), la suite (Z, )<~ est conditionnellement
indépendante et équidistribuée par rapport a sa tribu de queue donc aussi par
rapport a ,.

Ceci implique que

Vn €N, E*[1~costZ,]= U’(w, t/o(w)"*).

Cette égalité est impossible car comme &, = %, elle impliquerait que la fonction
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U’ (o, t/o(w)"") est de la forme (1 —cos Z, (w)) ce qui n’est pas possible. (Par
exemple, on peut vérifier que

U t R
(“” q:(w)”‘*) o ()"
C
alors que 1 —costZ,(w) ~ |t Z,(w)).
1—()

Ceci conclut le théoreme I1.2.
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