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ABSTRACq" 

Le t  l - - < q < p < 2 .  W e  c o n s t r u c t  a b o u n d e d  s e q u e n c e  (X,,),,e,~ in L,  wh ich  

defines a type ~r on L,. such that: 
(i) (X,,),,~N is equivalent to the unit vector basis of I~,. 
(ii) The 1-conic class K,(o-) generated by o- is not relatively compact for the 

topology of uniform convergence on bounded sets of Lq. 
(iii) (X,.).cN has no almost exchangeable subsequence after any change of 

density. 
This sequence does not verify the two natural conditkms in Lq-spaces that 
ensure the existence of an almost symmetric subsequence. 

Introduction 

Rappelons  le th6or~me de J. L. Krivine et B. Maurey  [13] qui a gdn4ralis6 un 

th6or6me de D. Aldous  [1] sur les sous-espaces de LI :  

"Soit  X un espace de Banach stable; il existe un r~el p E [1, + ~c[ 

et un sous espace de X, presque isom6trique ~ I p' ' .  

Plus pr4cisdment,  si (x , , ) , ,~  est une suite bornde,  faiblement  convergente  vers 0 

dans un espace de Banacb stable X, alors il existe une suite de blocs normalis6s 

(y,,),,~ sur (x,,),~N qui est presque 6quivalente fi la base canonique  de l~; en 

particulier, (y,,),,~N est presque sym6trique.  Les espace L"  pour  1 < q < + oo sont 

stables et par consdquent  ils v6rifient cette propri4t6. On  peut  m0me pr6ciser ce 

r~sultat darts ces espaces: la suite de blocs ob tenue  (y , , ) ,~  est presque 

~changeable apr6s un changement  de densit4 sur l 'espace (cf. [1] et [3]). 

L 'out i l  essentiel d '6 tude  des espaces stables est le type. Or  les types sur les 

espaces L q, 1 -<_ q < + % admet ten t  une rep6sentat ion fonctionnelle  explicite (cf. 

[7]). Ceci a permis dans [7] d '4 tendre  les r6sultats pr&Odents  de la faqon 
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suivante: 

"Soit (X,),¢N une suite born6e, faiblement convergente vers 0 dans 

L q (1 _-< q < +~) .  Si q > 2 ou si 1 _-< q < 2 et si (X,),~N est 6quivalente 

h la base canonique de l 2, (X,),,~N a une sous-suite presque 

sym6trique". 

Le cas q = l e s t  d6 /a H. P. Rosenthal et le cas q ~ 2 N  figure dans [11]. 

Ici, on conjecture qu'il existe des suites faiblement convergentes vers 0 dans 

L" pour 1 _-< q < 2, sans sous-suite presque sym6trique. 

La m6thode employ6e dans [7] pour montrer l'existence de sous-suites 

presque sym~triques darts les cas cit6s ci-dessus utilise la condition suivante due 

J. L. Krivine et B. Maurey: 

"Si (X,),~N est une suite born6e d'un espace stable X, d~finissant un 

type ~ dont la 1-classe conique est relativement compacte pour la 

topologie de la 'convergence uniforme sur les bornds de X, alors 

(IX',),~N a une sous-suite presque symdtrique (X,,k)k~. De plus, route 

suite faiblement convergente vers 0 dans l'espace vectoriel engendr6 

par (X,,~)ke~ a 6galement une sous-suite presque sym6trique". 

On montre dans [7] que si (Xn),¢N est 6quivalente h la base canonique de l 2 dans 

L q, l = < q <  +oc, la 1-classe conique de tout type ddfini par (X,,),,~N est 

relativement compacte pour la topologie de la convergence uniforme sur les 

born6s de L q. 

Dans cet article, pour 1 _-< q < p < 2, on construit une suite de L q, 6quivalente 

la base canonique de I pe t  d6finissant un type ~r dont la 1-classe conique n'est 

pas relativement compacte pour la topologie de la convergence uniforme sur les 

born~s de L q. On vdrifie que cette suite n'a pas de sous-suite presque 

6changeable apr6s tout changement de densit6, par un crit6re de [3]. Cette suite 

ne vdrifie donc pas les deux conditions naturelles sur les espaces L ", assurant 

l'existence d'une sous-suite presque sym6trique. On ne salt pas si cette suite a 

une sous-suite presque sym6trique. 

Notons que l'on connaissait d6jh (cf. [3]) l'existence de suites born6es de L q, 

1 _--< q < + ~, sous-suite presque ~changeables apr6s tout changement de densit6. 

On peut 6galement rapprocher ces r6sultats de ceux de [5] et [6]. 

Apr6s des rappels sur les espaces stables et sur les reprdsentations des types 

sur les espaces L', 1 =< r < 2, pour 1 <= q < p < 2, on construit dans la partie I un 

type o- sur Lq([0, 1]) dont la 1-classe conique n'est pas relativement compacte 

pour la topologie de la convergence uniforme sur les born6s de L q ([0, 1]). Darts 
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la partie II, on montre  que toute suite q-6qui-int6grable (X,),~N d6finissant (r 

dans L q est ~quivalente /~ la base canonique de l p et n 'a aucune sous-suite 

presque 8changeable apr6s tout changement  de densit6 sur [0, 1]. 

Je remercie B. Maurey et Y. Raynaud pour les nombreuses discussions que 

nous avons eues sur ce sujet et le refere de cet article qui m 'a  sugg6r6 des 

simplifications et une meilleure pr6sentation de ces r6sultats. 

R a p p e l s ,  d6f ini t ions  et no ta t ions  

On dit qu 'une suite (X,),,~N est symdtrique si pour tous r6els ( a , , . . . ,  ak) et 

toute permutat ion rr sur {1 . . . . .  k} on a: 

(X,,),,~N est dite presque sym~trique si pour tout e > 0, il existe un entier n tel que 

pour tous r6els (a~ . . . .  , c~k) et toute permutat ion 7r sur {1 . . . .  , k}, on a: 

(1 - e )  a,X.+, <= <= (1 + e )  . 
i = 1  i = 1  

Soit (fl, P)  un espace de probabilit6, q> une densit6 sur ~ et q E [1, + ~[. 

Par analogie avec les d6finitions de [3], on dit qu 'une suite (X,),EN de 

L~(I~, alP) est presque 6changeable apr~s le changement de densitd q~ s'il existe 

une suite 6changeable (Z,),~N darts L"(f l ,  q~dP) telle que: 

t l  = o  

Remarquons  que si une suite de L" est presque 6changeable aprbs le change- 

ment  de densit6 q~, elle est presque sym6trique dans LL 

Dans toute cette 6tude, on utilise d 'une faqon essentielle le fait que les espaces 

L'(~,dP), 1 <_-r < +o% sont stables. Toutes les d~finitions et propri6t6s fon- 

damentales des espaces stables figurent dans [13]. Les propri~tds li6es /l la 

stabilit6 des espaces L ' figurent dans [7]. Nous rappelons les r6sultats de [13] et 

[7], essentiels pour cette 6tude. 

Un type sur Lr( fL dP)  est une fonction r de Lr (~ ,  dP) dans R + telle qu'il 

existe une suite bornde (Y , ) , ,~  de L~(~, dP) vdrifiant: 

V X E L ' ( ~ , d P ) ,  ~'(X)--!im+ I I X + Y .  II- 
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On dit que r est symdtrique si: 

VX E L'(a,  dP), •(X) = ~'( - X). 

Tout type sym6trique sur L'(~, dP) peut &re reprdsent6 (cf. [7]) par une 

fonction U'(oJ, t) appartenant 

L'(•  x [0, +zc[, dP@dt/t'+')A L~(f~+ [0, +~c[, dP@dt/ t  "+') 

v6rifiant: 

V X E L ' ( f l ,  dP) K , ( r (X)  r - I l r l l ; - l l x l [ ; )  = - < U ' ,  uX> 

I l r l l ,=r(O),  UX(o) , t )=(1-costX(o)) ) ,  K , =  (1 - cosu )  du r + l  
U 

et ( , ) repr6sente le produit scalaire dans L2(Ft x [0, + ~c[, dP @ dt/t'+~). 
On remarque qu'un type symdtrique r sur L'(I), dP) est caract6ris6 par tl r [[r 

et U'. 

De plus, 1 - U" repr~sente la transform6e de Fourier de la mesure al6atoire 

reprdsentant le type r au sens de [15]. 
Le produit de convolution de deux types r~ et ~'2 sur L'(fl, dP) ddfinis par: 

VX E L'(fI, dP), r,(X) = lim IIx + Y'~ll~ 
n 

est d6fini par: 

VX ~ L r(a, dP), 

~'2(X) = lim II X + Y2,11, 
n 

r ,* ~-2(X)= lim lira [IX+ Ylo+ Y~II,. 
n m 

Le produit Ar off A ~ R e s t  d6fini par: 

V X E L r ( f l ,  dP), A~'(X)=IimlIX+AY, Itr. 
n 

Avec ces notations, on a, si ~1 et ~2 sont sym6triques: 

1 - V ~ ' ' ~  = (1  - U ~ ' ) ( 1  - U ~ 9 ,  

t) = u ' ( , , , ,  a t ) .  
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Enfin spit (r,),~N une suite de types normalis6s symdtriques sur L'(I), dP). 
Alors (~',),~s converge simplement sur L'(~),dP) [resp. uniformdment sur les 
bornds de Lr(~,dP)] si et seulement si la suite (UT-),,~N converge faiblement 

[resp. en norme] dans L2([0, 1] x [0, + ~[, d P @  dt / f  +Z) vers U'. 

La classe conique K(z) engendrde par r e s t  le sous-ensemble de l'ensemble 

des types sur L'(I), dP) d6fini par: 

K ( r ) =  { a , z * . . .  * a , r  I n EN,  (a, . . . .  , a , )  ~ R'}. 

La 1-classe conique K~(-c) engendr6e par z e s t  d6finie par 

K~(~-) = K ( , )  A {r Ill ~- II, =< 1}. 

D'apr6s [8] et [9], il est facile de voir que si (Y,),~N d~finit un type sym6trique ~- 

sur L'(~, dP), 1 =< r < + ~ ,  ators quitte fi passer ~ une sous-suite, on peut 

supposer que la suite (Y,),~N converge faiblement vers 0 dans Lr(FL dP) donc 

est inconditionnelle si r e  1. 

On notera L ~ = Lr([0, 1], P) off P e s t  la mesure de Lebbgue et 

L ~ ([0, 1] x [0, + oc[, dP @ dt/t '+~) = L ~ (dP @ dt/t '+') pour 1 -<_ r, s < + oo. 

I. Construction et propri6t6s du type cr 

Soient p E ]1, 2[, (~k)k~N une suite de v.a. ind6pendantes sur [0, 1] prenant les 

valeurs 1 et 2 avec probabilitd ~. 

On pose: 

f 
~ 

Vq E [1,2[ K~= ( 1 - c o s  u) du ) ].~ q + I " 

Soient e et N deux r6els positifs tels que 

t ½[e -Kp" ' ) -  e-2 ip( l -e )  ] > l - e -2~KP, 

N du 
N P E N  et ( 1 - c o s u ) - u - ~ = ( 1 - e ) K  p. 

/N 

On suppose de plus que la tribu engendr6e par la suite (~k)~s sur [0, 1] est la 

tribu bordlienne ~. Spit X(to, u) une fornction d6finie sur [0, 1] × [0, + ~[ par: 

X(to, u) = 1 si u E [0, l /N],  

=~k(to) s i u E [ N  2k-',N 2k+1] p o u r k ~ N .  

Dans toute la suite, on emploiera les notations suivantes: 
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Vto E [0, 1] ~<(~)  = 1, 
~I/N 

'q't ~ [0, + oo[ [ f_~(t) = ( l -  cos tu) du u P  +1 ' 

T 
d 0  

fN ~k+' du fk (t) = 2~-, (1 - cos tu) up+, pour k ~ N. 

DgFINmON 1.1. Pour tout  (to, t) ~ [0, 1] × [0, + ~[ on pose: 

(I/ U(to, t) = 1 - exp - (1 - cos tu)x(to, u) ~ , 

= l - e x p  - fk(t)~k(to . 
k =  1 

LEMME 1.1. La fonction U ainsi definie vdr(fie les propriOtds suivantes: 

(i) La [onction t --~ U(to, t), ddfinie sur [0, + ~[ est paire, continue el telle que 

U(to, O) -= O. 

(ii) La fonction t - + l - U ( t o ,  lt}) est de type positi[ sur R ou sens de [14]. 

Off) 'q'(to, t) c [0, 1] x [0, + o~[, 

1 - e - ~ p  <= U(to, t) <= 1 - e 2Kptp. 

(iv) U E L~(dP(to)@dt/t q+')n L~(dP(to)@ dt/t q+') pour tout q tel que 

l < = q < p .  

On rappelle qu 'une fonction rdelle q~ est de type positif au sens de [14] si pour 

tous rdels ( ) t ~ , . . . , a , )  et (tl . . . . .  t ,) on a: 

2 2 - t,)_-> o. 
i I j = l  

DgMONSTRATION. Les assertions (i), (ii) et (iii) sont immddiates.  Pour 

ddmontrer  (iv) il suttit de montrer  que 1 - e  -'p appartient ~ L'([0, + oo[, dt / t  o+l) 

ce qui est imm6diat. 

PROPOSITION 1.2. Soit 1 <= q < p < 2. II existe un type symdtrique r sur L q tel 

que U'(to, t) = U(to, t) pp. 

Ce rdsuitat est une consdquence d 'un lemma d 'ordre gdndrai sur l 'espace des 

types sur L ", 1 _-< q < p qui figure ddj~t en grande partie dans des rdsultats non 

publi6s de Y. Raynaud:  

LEMME 1.2.1. Soit f(oJ, t) une fonction ddfinie sur [0, 1] x [0, +oo[ telle que: 

(i) la fonction t ~ f(to, t), d~finie sur [0, + oo[ soit, pour tout to ~ [0, 1], paire 

continue, de type positif au sens de [14] et v&ifie f(to, 0) = 1. 
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(ii) ::tq ~ [1, 2] tel que (1 - f)  ~ L ' (dP(w) (~  dt/tq+~). 
Alors la fonction U(w, t) = 1 - f(o), t) repr~sente un type sym~trique ~ sur L". 

REMAROUE. Si q~ est une fonct ion de type positif au sens de [14] sur R et si de 

plus q~(0)---1, on v4rifie ais4ment que 0_---]q~l- <_ 1. Les hypotheses  du lemme 

1.2.1 impliquent  doric que I 1 - f l  est born6e par  2 sur [0, 1] x [O, +w[.  

DI~MONSTRAT1ON. Soit n E N, ~,, la tribu engendr6e  par les intervalles 

dyadiques  de longueur  inf6rieure ou 4gale ~t 1/2" sur [0, 1] et E ~" l 'esp4rance 

condit ionnelle  par rappor t  h ~ . .  Comme  E ~" est lin6aire et positive, la fonct ion 

t--~E:~°[f(w,t)] est encore  paire, continue,  de type positif et v&ifie: 

E~°[f(oo, O)] = 1. De plus 1 - E ~ " [ f ( w ,  t)] est positive, born6e par  2 sur [0, 1] x 

[0, + ~[ et appar t ient  h L~(dP(w)(~ dt/t~+~). 
Sur chaque intervalle Ik.~ = ]k/2~,(k + 1)/2" [, 0 =  < k _-<2" - 1, o6 E~"[f(oJ, t)] 

est constante  par rappor t  h w, il existe d'apr~s [14], une suite de v.a. 

ind4pendantes  (Y~, , ) . ,~  d6finies sur L,. et telles que: 

E~ [e ~'~,° ] = e~'[f(w, t)] 1,~,° pour  tout  m E N. 

La suite (Yk~.),.~ est born6e  darts L"(/k,,,). En effet: 

Kq I] Yk~..I]~ = (1 - cos tYk.,,(to)) ~ dP(to) 

= Re (1 - e"~,"(~)dP(m) dt 
t q + l  

= (1 - E~"[f(w, tll)dP(w ) t.+, 
k n  

<= H1 - f llL, ,d.,~,®../,.+,,. 

De plus la suite (t - cos tY~.(w)),,,~N est 4quidistribu6e et il n 'est  pas difficile de 

voir qu 'el le  converge  fa iblement  darts L2(Ik,. x [0, + ~ [ ,  d P ( w ) @ d t / t  q+') vers 

(1 - Era" [f(o),  t)])l ,~. . .  

La suite (Y~'),.~N d6finie par: 

2 ~ 1 

Y.~= ~ Y~.I,~.° pour  tout  m E N  
k = 0  

est born4e  darts L"(IIY"~II~<=(1/K,)III-fIIL,,a~(~®,,/,,%) et la suite 

(1 -cos tY~ ' (w) ) , .~  converge faiblement  dans L2(dP(w)@dt / t  "+') vers 

1-E~"[f(o),t)].  D'apr6s les r6sultats de [7], ceci prouve que la fonet ion 

1 - E~- [ f (o ,  t)] d6finit un type sym4tr ique ~'o sur LL  Comme  (1 - E~°f(o), t)).~N 
converge  darts L~(dP(w)(~dt / t  ~+~) vers 1 - f ( w ,  t), ceci implique que ( r . ) .~s  
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converge uniform6ment sur les bornds de L q vers un type symdtrique r tel que 

U" = 1 - [ ,  ce qui achbve la ddmonstration du lemme 1.2.1. En appliquant le 

lemme 1.2.1/l f = 1 - U, ce qui est possible grfice/~ la proposition 1.1, ceci prouve 

la proposition 1.2. 

REMARQUE. UH type ~- sur L ~ n'est pas enti6rement d6termin6 par la donnde 

de la fonction U'. Cependant,  parmi les types r '  tel que U " =  U', l'un d 'entre 

eux joue un r61e particulier: 

DEFINmON 1.2. Soil q ~[1 ,2[ .  On dira qu'un type r sur L q est q-dqui-  

intdgrable s'il existe une suite born6e (Y~),,~N dans L" d6finissant r et telle que 

(t Y, ]"),~N soit 6qui-int6grable. 

LEMME 1.2.2. Soit f ( w, t) une [onction vdr(fiant les hypotheses du l emme  1.2.1. 

II existe un type q-int~grable r,, tel que U "  = 1 - f. 

De  plus, ~-(, est caract&isd par U ~'' = 1 - [ et 

f *~ du g. lf'r,,llz=lll--fllL'(~,.,~,®.,j,.+', oi, K q =  ( 1 - c o S U )  uq÷, . 

Dt~NONSTRATION. Soit ~- un type sur L q tel que U" = 1 - f  (dont rexistence 

est assur6e par le lemme 1.2.1) et (Y,),~N une suite bornde dans L q ddfinisant ce 

type. Par une technique standard, quitte /~ passer /~ une sous-suite, on peut 

ddcomposer Y,, en Y'.+ Y" off (1Yf, I")~N est 6qui-int6grable et (Y").~N est une 

suite "pics", c'est-~-dire telle que P(Supp Y").~N converge vers 0: 

Pour e > 0 donn~ on pose: 

~(e) = lira Sup 6 . (e ) .  
n ~ + ~  

Soit (ek)k~ une suite d6croissante de r6els positifs tels que (6 (ek))k~N converge 

vers 6 = Inf{g(e), e >0}. On peut trouver une suite (nk)k~N dans N telle que 

(~.~(ek))k~ converge vers 6 et donc une suite (Ak)k~N de parties de N telle que 

( P ( A k ) ) k ~  converge vers 0 et (fa~ t Y.~lqdP)k~N converge vers 6. On pose alors 

Y~= Y.E1A~ et Y~= Y.klak. On v6rifie ais6ment que (I Yktq)keN es t  6qui- 

int6grable. De plus on a, pour X E Lq: 

lim+~ [1X + Y. ][q" = l i r a  ]l X + Y'. H,] + ,!im+= 1[ Y"llq q- 

Donc si ¢o est le type d6fini par (Yf,).~,~ sur L q, ~-o est d6fini par: 

e .  ° = U ~, 

I1711~ = II ~o110" + l i m  II Y&." 
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Ceci prouve  la premi6re  part ie du lemme 1.2.2. La d6monst ra t ion  de la seconde 

partie du lemme 1.2.2 m'a  6t4 indiqu6e par Y. Raynaud:  supposons que 

(J Y. tq),,~N est 4qui-int6grable el que la suite (Y.) .~y d6finit le type r sur LL 

Comme  uY°(t, w ) =  1 - c o s  tY. (w), on a toujours  

I[ IIL,,.,~,®d, , (1-costY.(~o))t~,dP(',')=KollYollg 

(cf. [7]). Ouand  n --* + ~, {l Y, llg tend vers [I r It q. De plus comme 

UY.(o2. t)>=O. IIU~olIL,,d,.,~,~,.,~,,=<uY°,I>. 

Pour  mont re r  l'6galit8 

gq II, [Ig= II U" IlL'(dp(,o)®dt/, q+l) 

sachant  que (uY"),,~N converge  fa iblement  dans L2(dp(w)@ dt/t "<) vers U', il 

suffit de mont re r  que la suite (U~") , ,~  est fa iblement  de Cauchy dans 

L l(dP(w) @ dt/to+~). 
Soit e > 0 donn6.  Comme  (1 I/-[").~N est 6qui-int6grable, il existe une suite 

(Y'.).~N et une constante  M > 0 telle que: 

vn  ~ N, Y'II~ N M et 1t Y. - Y;Uq <= 6 .  

Or on peut  6crire: 

~lf+~ . , , d r  II ur" -  ur"ltL',ae,~)®a,/,"% = , Icos tY,, -cos tr.[ ~ dP(o~) 

f,' f+~sin [ Y, - Y" I I Y" + Y"[ at _<- 2 t ~- sin t 2 ~ dP(w) 

_-<2 , s in t  ~ t,+~] 

(f+~ y .+ y ,  2 dt.~,/2dp(w ) x , s int  ~ t - ~ ]  

 qlt I 1,2 1 ,2 <-_ 2 Y" - Y" Y~ + Y" dP(02) 

, v2 y~+y ,o  v2 

<__ 2CqeV2M,/2 

ofJ l 'on a pos4 
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fo +~ dt Cq = (sin t) 2 tq< . 

Ce calcul prouve imm6diatement qu'il suffit de montrer  que la suite (uY°).~N 
est faiblement de Cauchy dans L l ( d P ( w ) ~ d t / t  q÷l) lorsque (Y.).~N est 

uniform6ment born6e dans L ~. Supposons donc I[ Y. I]~ =< M pour tout n @ N. 

Pour tout A > 0 on peut 6crire: 

I 1 1/A dt 1/A 
0--< ~, fo ( 1 - c ° s t Y " ) t ~ - ~  dP(w)<=~ - fo t2 dt tq+l , 

0<= ( 1 - c o s t Y , )  t~+t dP(oo)<_2 tq+, . ) 
Donc pour tout e > 0 donn6, il existe A > 0 tel que les U v', n E N prennent  

toute leur masse/~ e pr6s sur [0, 1] x [1/A, A] qui est un espace de mesure finie. 

D'autre part les U r" pour n E N sont 6qui-int6grables sur [0, 1] × [1/A, A ]. En 

effet, pour tout B, × B2 bor61iens de [0, 1] × [1/A, A] on peut 6crire 

fo, (1 - cos tY . )d~_ t  d P ( w ) ~ - P ( B , ) f B 2  t2 dt tq+~ ta+I • 

Ceci prouve donc que la suite (uY°),~N est faiblement de Cauchy dans 

L~(dP(to)~dt / t  q*~) et conclut le lemme 1.2.2. 

DI~FINITION 1.3. Dans toute la suite, pour q fix6 dans l'intervalle [1,p[, on 

d~signera par cr le type q-6qui-intdgrable sur L q tel que U ~ = U (cf. d6finition 

1.1) et par 

(X,),~N une suite born6e dans L q ddfinissant ~r, 

telle que la suite (IX,, [q),~N soit 6qui-int6grable. 

REMAROUE. On peut montrer  sans difficult6es que si (X,),~N est d6finie 

comme ci-dessus pour un certain q E [ 1 , p ] ,  cette m6me suite (X,).~N d6finit 

aussi le type q'-dqui-int6grable o- sur L q pour tout q' E [1, q] tel que U ~ = U. 

La proposition suivante est fondamentale: en effet on sait d'apr6s [7] que si la 

l-classe conique engendr6e par ~r est relativement compacte pour la topologie 

de la convergence uniforme sur les born6s de L q, alors (X,),~N a une sous-suite 

presque sym6trique. 

PROPOSrnON 1.3. Soit q ~[1 ,  p[. La 1-classe conique engendr& par o" 
(D~finition 1.3) n'est pas relativement compacte pour la topologie de la con- 
vergence uniforme sur les born& de L q. 
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DEMONSTRATION. Pour  n C N ,  on pose:  

n Or 

O ' n =  * 
i=1  1/p • 

On va mon t r e r  que la suite (~r.),~N a une sous-suite dont  aucune sous suite ne 

converge  pour  la topologie  de la convergence  un i forme sur |es born6s de L L  

Pour  cela, il suffit de mon t r e r  d ' apr6s  [7], que la suite (U~"),~N a une sous-suite 

dont  aucune sous-suite ne converge  presque  pa r tou t  sur [0, 1] x [0, + ~[. 

C o m m e  

on a: 

Posons:  

U'(co, t )=l -exp[- t~ fo+=(1-cosu)x(co ,  t )  udU---s], 

1 - u ~ . ( o ,  t ) =  [1 - u~(o~,  t / ,~"~)]  ° 

+~ U ~  1]p~ 

= exp [ - t P f ,  (1-cosu)x(o~,--7-/udU--~] 

= exp - (1 - cos tu)x(~o, un ' /P) -~  . 
) 

[ I £ ] 
N du 

F. (oJ) = exp - (1 - c o s  u ) x [ o ,  un "p] ~ . 
/ N  

Alors  

[ £N dUl=exp[_~k(o~)Kp(l_e)]. F . ~ ( w ) = e x p  - ~ ( w )  ( 1 - c o s u )  u~-~ 
/N  

La suite (F,~)kEN est une suite de v.a. ind6pendants  telle que 

P[F.k = e -K¢'-~'] = P[F.k = e 2K,(, ~,] = ½ 

et n ' a  donc  aucune  sous suite convergen te  p.p. 

Pour  d6mon t r e r  la propos i t ion  1.3, il suffit donc  de mon t r e r  qu'il  existe -q > 0 

tel que la suite ( 1 -  U % ( o ,  t))k~N v6rifie: 

V(oJ, t) ~ [0, 1] X ]1 -- "0, 1 + •[, 11 - U~"~(,o, t ) -  F,k(w)I  < ½[e -K/,-~)_ e 2K,(, ~)]. 

Or  on a: 

11 - U%(oJ, t) - F,~(o~)l =<l U%( w, t ) -  U%(co, 1)1 +11 - U%((o, l ) -  F.~(o)I .  
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Par  d6finition de N, on a: 

Vo)[0,1] 11_ U%(w, 1)_F,~(to) t<=l_e 2,Kp. 

D ' a u t r e  par t  on peut  6crire, pour  I t -  11< r/: 

p u~°~(.,, t ) -  u~"~(,o, 1)[ 

= [ e x p [ - J o + ~ ( 1 - c o s t u ) x ( w ,  un~/p) udU+-----~] 

- e x p  - (1-cosu)x(oo,  unk )-~-~ 

f +~ du 
=< 2 I cos tu - cos u t u p +----~ 

p t+l  I = U sin T u p+I 

<4( f ,+=( s in~  ~2 du~ l /2 ( f+~[ ,  t + l  ,~2 du~l/2 
= u) u~Wi) \ j o  ~ s l n - - ~  u] -~U~} 

<4Cp ~ ] o / 2  t2___l 1 p/2 

D o n c  pour  mon t r e r  l 'exis tence de rt, il suffit de voir  que:  

21- e l f  -eKp(1-e) _ e 2eKp(l ~)] ~ 1 --  e -2eKp 

et ceci est vrai par  hypoth6se  s u r e .  

Ceci ach~ve la d6mons t ra t ion  de la propos i t ion  1.3. 

II. Construction d'une suite ~quivalente/I la base canonique de I p clans L ° 

1 < q < p < 2 sans sons-suite presque ~changeable aprils tout changement de 

densit~ 

D~IFINmOS II.1. Soit ( X , ) , ~  la suite d6finie en 1.3. Pour  tout  n E N ,  on 

d6finit la fonct ion % par:  

V X ~ L ~, r.(X) ~ = ll x + xo  llg + ll x - xo  llg + 2 ll x }tg 
4 

PROPOSmON II.1. Pour tout n E N, y, est un type positi[ sur L q et la suite 



Vol. 56, 1986 LES SUITES PRESQUE ECHANGEABLES 373 

('Yn)nEN converge vers le type or', q-iqui-intdgrable sur L q tel que 

U " ' = ½ U ~ = ½ U  et II~'lla=½1l~l[a. 

On  rappel le  qu ' un  type y sur L q est positif au sens de [10] si y est sym6tr ique  

et si de plus 1 - U ~ => 0 p.p. II est 6vident  que ~r est un type positif sur L L  Par  

suite or' est aussi un type positif  sur L q. 

Dt~MONSTRATION. Pour  n E N fix6, la fonct ion 

xo (,o) 
/ ----> COS I 

2 

v6rifie les hypoth6ses  du l e m m e  1.2.1. I1 existe donc  un type sym6tr ique/3 ,  sur L"  

tel que 

x . ( . , )  
UO"(to, t) = 1 - cos t 

2 

On  v6rifie que: 

V X E  L q, II X ÷ x ~ / 2  [l~ + l[ X - 32./2 II,~ 
/3. ( x ;  

2 

Posons:  3', = /3 ,  */3,. On  a bien: 

VXEL", ~,o(x;=llX+Xoll~+llX-X. ll~+ZllXll~ 
4 

(1 - u "o) = (1 - u " ° y  => o.  

Ceci p rouve  que U s' = ) U "  et 

II~'ll~=~ll~ll~. E v i d e m m e n t ,  or' est un type sym6tr ique,  positif et q-6qui-  

int6grable.  

DEFINmON 11.2. On  appel le  ~- et z' les types positifs, q-6qui- int6grables  sur 

L"  d6finis par:  

U ~ ( w , t ) = ( 1 - e  -zK;~) et U~' (w , t )=½(1-e  -K;~) 

(leur existence est assur6 par  le i e m m e  1.2.1). 

D ' a u t r e  part :  

et de plus 

~im 3'. (x)" = ~[~(x)" + or( -  x)"  + 2llxIIgl 

= Ilxll~+-~ll ~ I1~- 1/Kq(Wl2, U×>. 

(T.) .sN converge  vers un type o" tel que 
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Avant d'6tudier la suite (2(,).~N dans L q, on donne des propri6t6s du type cr': 

PROPOSITION II.2. Pour tout type positi[ p sur L q et tous r~els a et 13, on a : 

DI~MONSTRATION. Comme il est 6vident que tout convolu6 et multiple de 

types positifs, q-6qui-int6grables est encore positif et q-6qui-int6grable, d'apr~s 

le lemme 1.2.2 pour montrer la propositon I1.2 il suffit de montrer, les in6galit6s: 

/ V p  type positif sur L q, V(O~, ~ )  E R 2, 

( * )  ( u = u = u " " .  

Or par construction de la fonction U (D6finition 1.1) on a: 

1 - e - K , ' "  <= U"(o2, t ) =  U(w,t)<-_ l - e  2~p. 

On en d6duit: 

U~'<_U,, '<_U T. 

Montrons par exemple l'in6galit6 de gauche de (*): 

1 - U "~''~'*" = (1 - U'*~')(1 - U ~ ' ) ( 1  - U ") 

_-<¼(1 + e-K,r"r~'P)(1 + e-K~J~IP'~)(1 -- U ~) 

--I(1 + e-KP(r"r" ~r~J")'P)(1 - U ~) 

= (1 - U(r~l~+loP")*')(1 - U ") 

= 1 - -  U O'~pp+pt31e#e~'*p. 

L'autre in6galit6 s'obtient de la m6me mani6re et ceci prouve bien (*). 

THEOREME II.1. Soit 1 < q < p < 2. 

La  suite (2(,),~N ddfinie en 1.3 a une sous-suite dquivalente h la base canonique 

de I e dans Lq([0, 1], dP).  

DI~MONSTRATION. Pour q ~ [1,2[ fix6 et en gardant les notations pr6c6dentes, 

on va en fait d6montrer qu'il existe des constantes A1 et A2 et une  sous-suite 
(3/.,)k~N de (~/ .) .~ telles que: Vk EN,  V(a, . . . . .  a k ) E R  k, 

(**) e l  -<ll* =<A2 ~ l a , ] ' )  
i=1 / iii=l q i=1 



Vol, 56, 1986 LES SUITES PRESQUE ECHANGEABLES 375 

Ceci prouve le th6or6me II.1: en effet soient (e~)~N et (3~)~ des suites de v.a. 

ind6pendantes relies que 

e ( e , =  + I ) = P ( e , = - I ) - - P ( 8 , =  + l ) = P ( 6 , = O ) = ~ .  

On peut 6crire 

I[~! , a~Y"' i = f0,11 ~ ~=~a~ei(°91)fi(t°2)X"'(t°3)[ qdP(t°i)dP(t°2)dP(t°3)" 
Donc si la suite (X.,)~N est inconditionnelle, elle est bien 6quivalente/a la base 

canonique de F. Or si q > 1, comme (X,).~N converge faiblement vers 0, quitte 

passer fi une sous-suite, on peut supposer qu'elle est inconditionnelle. Si q = 1, 

on va montrer  par une technique de troncature que c'est le cas 6galement: 

(X.),~N 6tant 6qui-int6grable, pour tout k ~ N ,  il existe Mk > 0 tel que si l 'on 

d6finit X .  ~ par: 

on ait: 

X .  M~ = 32. si 1X. I --< M~ 

= Mk si X. >->- Mk 

= - - M k  s i X . ~ M k  

Vn Ilx~ -X-Mq],--<--I/2 k. 

Mk 
Soient/zo et t t o ,  ies mesures al6atoires d6finies respectivement par les suites 

(X.).~N et (X~).~N au sens de [15]. En appliqunt les rSsultats de [15], on montre 

ais6ment que, si 1 < r < p: 

M k • f[ lim IIX~ II, = n~+~ (1, 11 

()AI 

fx Jx l" dl.t~(x)dP(to) 

fR IX I'dlz~(x)dP(w). 

Or la mesure tzo sur R a pour transform6e de Fourier 1 - U~(oJ, t). Donc, si l 'on 

note yp la mesure p-stable sur R de transform6e de Fourier e 2,p, en utilisant le 

fait que (cf. [7]): 

fo+" I x t '=C ( 1 - c o s  tx) d--L /,+1 

(C, est une constante positive) on peut 6crire: 
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n ~ + ~  0,1] 

=< C, o.tl 

= K ( p ,  r) < + ~. 

f,*~ Ilk (1-costx)d~(t)] ~ dP(o~) 

U~(t, w) td~t+~ dP(w) 

(1 -e  2,.) dt tr+l 

On en d6duit qu'il existe nk E N tel que:  

Mk 

IIxo  I1:= < K (p, r ) + 1. 

xMk La suite ( n~)~N est born6e dans L r, donc quitte ~ changer r en r' < r, on peut 

supposer qu'elle est r-6qui-int6grable. I1 est facile de voir (en appliquant les 
r6sultats de [7]) que cette suite d6finit un type sym6trique or, sur L" tel que 

Mk 
U ¢'= U". Par le raisonnement pr6c6dent, (Xn~)k~ est 6quivalente h la base 
canonique  de I p dans L ' .  II est classique qu 'alors ,  les normes L ~ et L "  pour  r '  < r 

xMk sont 6quivalentes sur l 'espace vectoriel engendr6 par ( ,~)~N. La suite 
M k 

(X,~)k~N 6tant incondit ionnelle dans L ~', elle l 'est donc  aussi dans L ~ et la 

condit ion 

G, M k 

2, IIx° -x°  I1< 
k = l  

implique que la suite (X.~)k~N est 6galement inconditionnelle dans L ~. 

Montrons donc (**): Soit (AN)N~N une suite de r6els strictement positifs telle 
que 

0 <  ~ AN =kInf([l~-II~,ll~'l[~) 
N = I  

et supposons que y , , y  . . . . . . .  y,N, ont 6t6 construits. Soit Ku~ le sous- 

ensemble  des types sym6triques sur L q d6fini par:  

K~_~ = {a~ y , ,  *.  • • * aN-~ y . . . .  * Aa '  */z7 *// , '¢ ' ,  (c¢1, . . ., aN-~, A,/z,/z ') EE R N+2, 

Sup([a~l , lA [,[/x [ , [ /z ' [ ,  1 =< i ~ N -  1 ) =  < 1}. 

I! est facile de voir que KN-~ est compac te  pour  la topoiogie  de la convergence  

uniforme sur les born6s de LL C o m m e  par  ailleurs la suite (3,,),~N converge  vers 

~r', il existe un entier nu tel que: 

V6EKN-,, [llT,~,*61[g--l[o"*611gl<=AN. 
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En appliquant la proposition II.2, on peut alors 6crire: V ( a , . . . ,  aN) ff R N tels 
que (Y~=~ ]a+ [P)'/P ~ 1: 

ai~. ,  a N O "  * * + A N  
i = l  i = l  

<= aNcr' * aN_~Cr' * * a ,7 ,  ~ + A N + A N  t 
i ~ l  q 

([ N-2 c~,~,°, + =< aN[P+[aN ~[")t/%'* * + A N + A N - ,  
i = i  q 

~+__ " " " -~  a l l  p 7" -'l'- A i  . 

De la m6me mani+re, on montre aussi: 

q . 

i = l  i = l  

Par homog6nditG ces in4galitds sont encore vraies pour tout N-uple 

(~j . . . . .  aN). En r6itdrant le procdd4, on montre ainsi que (**) est vraie avec les 

constantes 

n,=(+(ll,'ll3))"+ et A2=(+II +v'+ T q/  . 

THI~OREME II.2. A v e c  les mdmes  notations que le thdorkme II.1: 

( X , ) , ~ s  n '  a aucune sous-sui te  presque fchangeable  aprds tout changement  de 

densitd q~ sur [0, 1]. 

DI~MONSTRATION. On utilise une m4thode de [3]: soit q~ une densit6 sur [0, 1]. 

D'apr6s [3], la suite (X,/q~/+),~N d6finit un type ~ dans L+([0, 1], ¢ d P )  tel que: 

f ' 
la tribu engendr4e sur [0, 1] par les fonctions ~o-+ U~ffoJ, t) pour Soit d+ 

tER.  

LEMME II.2.1. 5d+ = ~. 

DI~MONSTRATION. Posons 

w ,  6 0 )  = , 1 - c o s  ~(~),,--------; u x ( , o ,  u )  u ~ + , .  
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Par ddfinition de U %, la tribu M~ est la tribu sur [0, 1] engendrde par les 

fonctions IV,. 

On a: 

W,(~o)= f_, t + ~ ~k(o~)fk t . 

k=O 

Lorsque t--+ + % on a: 

= 1 - c o s  q~(~oyjq u u~+~ 

_ t P f01/~(~)'qN du ,#(,o)~,~ ( 1 - c o s  u) up+, . 

Donc 

( )1 
li+m f ,  q,(t),;------7 x t~- = ~ # ( o ~ ) p ,  * . 

(2) Si k=>O: 

fk t = ~ ,  1--COSq~(~oflq U Up+~. 

Donc 

( ) f ;  .... 1i% f~ ,¢(;),,-----7 = ~ , U v ,  

l] 
p N (zk-~)~ N ( 2 k + l ) p  • 

(3) Si n ->_ 0 est fix6: 

O<=k=.E fk t {~k(w)<_2 ~. , 1 - c o s ~ u  - -  
d u  

U p+I 

<4  1 
p N (2"-O " 

De ceci l 'on d6duit: 

l i ra  W,(~o)_ _ G 
. . . .  t P ~ ( o j )  P;q • 

Donc ~ est mesurable par rapport  h M~ et par suite E~L,~k(~o)fk(t/~(o~) TM) 
aussi pour tout t E [0, -t- oo[. 
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Or 

lim ~:k ( w ) h  t 1 1 - p  N p -  ¢o(W) < = - - -  

Soient B~ et B2 deux bor61iens de R tels que: 

1 

2 

4 1 4 1 
B l + p  " ' ~ - (  B2--p N---~. 

En posant 

4 1 
p N p • 

~ k=0 ~(oJ) ljq ' 

ces in6galit6s prouvent que: 

Fol(Bl)= ~,~'(1) et Fo~(B2) = ~:~1(2). 

Comme Fo est mesurable par rapport ~ s/r, ~o l'est donc aussi. 

De proche en proche, on montre selon le m6me principle que toutes les 

fonctions (~k)kEN sont measurables par rapport ~ Mr. Ceci implique que sCr = 

car par d6finition, ies. (~k)k~N engendrent ~. 

On peut terminer la ddmonstration du th~or~me II.2: si la suite (X./q~ "q),~N 
6tait presque 6changeable, il existerait une suite 6changeable (Z,),~N sur [0, 1] 

telle que: 

lim - ~ o  - Z,  L~r~e~ = 0. 
, ,~+~ q9 jq 

I! est facile de voir que (Z.),~N d6finit le m6me type o- que X . / ~  ~/q 

Or d'apr6s le th6or6me de Finetti ([3]), la suite (Z.),~N est conditionnellement 

ind6pendante et 6quidistribu6e par rapport ~ sa tribu de queue donc aussi par 

rapport a ~¢~. 

Ceci implique que 

Vn E N, E~[1  - c o s  tZ.] = U~(to, tl~p(to)~/q). 

Cette 6galit6 est impossible car comme Mr = ~, elle impliquerait que la fonction 
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U"(to, tlq~(to) 'lq) est de la fo rme (1 - c o s  Z ,  (to)) ce qui n 'est  pas possible. (Par 

exemple ,  on peut  v6rifier que 

( ( t ) l _ 7 ~ _ q )  c tP 
U ~ to, ~ ,-,, ~(to)PJ" 

C 

aiors que 1 - cos tZ, (to) ~ It 12Zo (o9)2). 

Ceci conclut le th6or6me I1.2. 
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